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RUANG FUNGSI 2L  SEBAGAI RUANG HILBERT 
Ade Rismayanti, Mariatul Kiftiah, Helmi 
INTISARI 
Ruang vektor yang dilengkapi dengan aksioma inner product disebut ruang inner product (pre-Hilbert). 
Ruang pre-Hilbert dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Ruang pre-
Hilbert yang lengkap adalah ruang Hilbert. Diberikan ruang fungsi 
2L  adalah himpunan semua fungsi 
bernilai kompleks yang mempunyai integral mutlak kuadrat berhingga yaitu                                                            
2L   merupakan suatu ruang vektor. Ruang fungsi 2L  yang dilengkapi 
inner product 


 dttgtfgf )()(,  membentuk ruang pre-Hilbert. Dalam penelitian ini ditunjukkan 
bahwa ruang fungsi 
2L  tersebut merupakan ruang Hilbert. Dari sifat kelengkapan dapat ditunjukkan 
setiap barisan Cauchy  nf  di dalam ruang fungsi 
2L  konvergen maka ruang fungsi 2L merupakan  
ruang Hilbert. 
Kata kunci: Pre-Hilbert, Hilbert, ruang fungsi 2L . 
PENDAHULUAN 
Misalkan H  suatu himpunan tak kosong, disebut ruang vektor jika dilengkapi dengan operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar serta memenuhi sepuluh aksioma tertentu [1]. Ruang vektor 
dikembangkan menjadi bahasan mengenai konsep ruang bernorma, yaitu ruang vektor yang dilengkapi 
dengan fungsi yang disebut norma. Norma merupakan suatu fungsi yang memetakan dari ruang vektor 
H  ke himpunan semua bilangan real dan memenuhi aksioma norma. Beberapa sifat dalam ruang 
bernorma yang digunakan dalam konsep analisis fungsional ialah kekonvergenan barisan, kelengkapan 
dan pemetaan pada ruang bernorma.  
Selain norma, vektor juga didefinisikan suatu inner product, yaitu fungsi yang memetakan HH   
ke himpunan semua bilangan real atau kompleks dan memenuhi semua aksioma inner product. Ruang 
vektor real atau kompleks yang dilengkapi dengan aksioma inner product disebut ruang inner product 
atau ruang pre-Hilbert. Ruang pre-Hilbert diperkenalkan oleh David Hilbert pada tahun 1912. Setiap 
ruang pre-Hilbert H  merupakan ruang bernorma dengan 2
1
, xxx   untuk setiap Hx . Karena 
ruang pre-Hilbert merupakan ruang bernorma, maka sifat-sifat yang berlaku pada ruang bernorma juga 
berlaku pada ruang pre-Hilbert. Kemudian suatu sifat yang menjelaskan bahwa tidak semua barisan 
Cauchy di dalam ruang bernorma merupakan barisan yang konvergen menjadi dasar pendefinisisan 
ruang Hilbert. Atau dengan kata lain ruang pre-Hilbert yang lengkap disebut ruang Hilbert. 
Dalam kaitan dengan ruang Hilbert, ruang fungsi 22 LL   adalah ruang vektor dimensi tak 
hingga yang terdiri dari semua nilai kompleks, dengan fungsi f  didefinisikan untuk semua t ℝ. 
Ruang fungsi 2L  merupakan himpunan semua fungsi bernilai kompleks yang mempunyai integral 
mutlak kuadrat berhingga yaitu 2L  . Berdasarkan uraian tersebut 
membawa pemikiran untuk menganalisis ruang fungsi 2L  sebagai ruang Hilbert. 
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Pembahasan mengenai ruang fungsi 2L  pada penelitian ini, lebih ditekankan pada pembuktian sebagai 
ruang Hilbert. 
RUANG HILBERT 
 Sebelum diberikan definisi mengenai ruang Hilbert, terlebih dahulu diberikan definisi dan sifat-
sifat mengenai ruang bernorma, inner product dan ruang pre-Hilbert. 
Definisi 1 [2] Diberikan ruang vektor H . Suatu fungsi  H: ℝ, disebut norma jika untuk setiap 
Hyx ,  dan  ℂ memenuhi 
(i) 0x  
(ii) 00  xx  
(iii) xx    
(iv) yxyx   
Ruang vektor H  yang dilengkapi dengan suatu norma   disebut ruang bernorma (normed space). 
Berikut diberikan definisi dan sifat barisan konvergen dan barisan Cauchy dalam suatu ruang 
bernorma 
Definisi 2 [3] Suatu barisan  nf  dalam ruang bernorma H  dikatakan konvergen jika untuk setiap 
0  terdapat 0n  sedemikian sehingga untuk setiap 0nn   maka jika terdapat suatu vektor 
Hf   berlaku  ffn  atau dengan kata lain 0lim 

ffn
n
. 
Definisi 3 [3] Suatu barisan  nf  dalam ruang bernorma H  dinamakan suatu barisan Cauchy jika 
untuk setiap 0  terdapat 0n  sedemikian sehingga 0, nnm   maka berlaku  mn ff  atau 
dengan kata lain 0lim
,


mn
nm
ff . 
Kekonvergenan suatu barisan Cauchy di dalam ruang bernorma dapat digunakan dalam menentukan 
suatu ruang bernorma lengkap atau tidak. Berikut diberikan definisi dan teorema mengenai sifat 
kelengkapan di dalam ruang bernorma. 
Definisi 4 [4] Ruang bernorma H  dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan Cauchy di 
dalamnya konvergen. 
Teorema 5 [3] Misalkan  nf  suatu barisan Cauchy dalam ruang bernorma H  yang memiliki sub 
barisan  
kn
f  yang konvergen dalam H  yakni, 0lim 

ff
knk
. Maka, setiap barisan Cauchy  nf  
konvergen ke f  dalam H . Dengan kata lain 0lim 

ffn
n
. 
Selanjutnya diberikan definisi ruang pre-Hilbert dan sifat-sifatnya yang akan digunakan sebagai dasar 
pembahasan selanjutnya. 
Definisi 6 [3] Diketahui H  ruang vektor atas bilangan kompleks. Fungsi  HH:, ℂ disebut 
inner product pada H  jika untuk setiap Hzyx ,,  dan  ℂ memenuhi sifat-sifat: 
(i) xyyx ,,   
(ii) yxyx ,,    
(iii) zyzxzyx ,,,   
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(iv) 0, xx jika dan hanya jika 0x . 
Ruang vektor H  yang dilengkapi dengan suatu inner product disebut ruang pre-Hilbert (pre-Hilbert 
space) atau ruang inner product (inner product space). 
Teorema 7 [4] Diketahui H  suatu ruang pre-Hilbert. Jika Hzyx ,,  dan  ℂ, maka 
(i) yxyx ,,    
(ii) zxyxzyx ,,,   
(iii) zyzxzyx ,,,  , zxyxzyx ,,,   
(iv) 0,00,  yx  
(v) 0, xx  jika dan hanya jika 0x  
(vi) Jika Hzyx ,,  dan zyzx ,,   untuk setiap Hz , maka yx  . 
Setelah definisi ruang pre-Hilbert diberikan sifat-sifat ruang pre-Hilbert sebagai ruang bernorma 
Teorema 8 [3] Setiap ruang pre-Hilbert H  merupakan ruang bernorma terhadap norma  : 
xxx ,  untuk setiap Hx . 
Berikut ini diberikan contoh tentang ruang pre-Hilbert yang merupakan ruang bernorma. 
Contoh 9 
Ditunjukkan bahwa ruang pre-Hilbert 2L  terhadap norma 
2
1
2
2
1
)()()(,
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
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
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
 


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dttfdttftffff , 
untuk setiap 2)( Ltff   merupakan ruang bernorma. 
Penyelesaian: 
Ditunjukkan bahwa ruang pre-Hilbert 2L  merupakan ruang bernorma. 
Sehingga 2
1
,, fffff   memenuhi sifat-sifat dari norma. 
i. Ditunjukkan  ,2L  memenuhi sifat 1N  dan 2N . 
Diambil sebarang 2)( Ltf  , maka 
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
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Karena 0)(
1
2












nc
c
dttf  sehingga solusi untuk 0)(
2












dttf  adalah 0)( tf , dengan 
demikian 0)( tf . Sebaliknya, dimisalkan 0)( tf  maka 


 0)(
2
dttf . 
Dengan demikian sifat 1N  dan 2N  terpenuhi. 
ii. Ditunjukkan  ,2L  memenuhi sifat 3N . 
Diambil sebarang 2)( Ltff   dan  ℂ, maka 
2
1
2
)(








 


dttff   
2
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 
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




 


dttf  
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







 


dttf  
f  . 
Dengan demikian sifat 3N  terpenuhi. 
iii. Ditunjukkan  ,2L  memenuhi sifat 4N . 
Diambil sebarang 2, Lgf  , maka 



 dttgtfgf
22
)()(  
 


 dttgtgtftgtftf
22
)()()()()()(  
 


 dttgtgtftf
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)()()(2)(  
 

























 dttgdttgdttfdttf
2
2
1
2
2
1
22
)()()(2)(  
2
2
1
2
2
1
2
)()(



























 




dttgdttf  
 2gf  . 
Dengan demikian sifat 4N  terpenuhi. 
Karena  ,2L  memenuhi sifat 1N , 2N , 3N  dan 4N  maka ruang pre-Hilbert 2L  merupakan ruang 
bernorma.■ 
Sifat-sifat ruang pre Hilbert dapat dipelajari pada teorema 10 dan teorema 11. 
Ruang Fungsi 2L  sebagai Ruang Hilbert 649 
 
 
Teorema 10  3  (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz) Misalkan H  ruang pre-Hilbert, maka berlaku 
2
1
2
1
,,, yyxxyx    untuk setiap Hyx ,  
atau dapat ditulis dalam bentuk norma: 
xyx , y   untuk setiap. Hyx , . 
Teorema 11 [3] (Ketaksamaan Segitiga) Untuk setiap Hyx ,  di ruang pre-Hilbert berlaku 
yxyx  . 
Berikut ini diberikan definisi mengenai ruang Hilbert 
Definisi 12 [3] Suatu ruang vektor H  atas lapangan F  adalah ruang Hilbert jika dan hanya jika 
berlaku sifat berikut: 
(i) Terdapat suatu inner product dalam H , dan 
(ii) Setiap barisan Cauchy dengan norm f  adalah konvergen. 
RUANG FUNGSI 2L  SEBAGAI RUANG HILBERT 
Ruang fungsi 2L  adalah himpunan semua fungsi :f ℝℂ yang terintegral kuadrat mutlak berhingga, 
yaitu  








 


dttffL
22 )( . 
Dengan fungsi f  didefinisikan untuk setiap t ℝ, maka ruang fungsi 2L  yang dilengkapi dengan 
fungsi inner product 



 dttgtfgf )()(,  untuk setiap 2, Lgf   
dengan menggunakan Definisi 12 dapat ditunjukkan ruang fungsi 2L  merupakan ruang Hilbert. 
Langkah 1 
Berikut ditunjukkan bahwa untuk setiap 2, Lgf   maka fungsi 


 dttgtfgf )()(,  ada. 
Diambil sebarang 2, Lgf  , dengan menggunakan Teorema Ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh 
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1
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



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
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
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
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

dttgdttfdttgtfgf ,       (1) 
karena dari Contoh 9 setiap ruang inner product merupakan ruang bernorma maka 
2
1
2
2
1
2
1
)()()(,

















 



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dttfdttftffff . 
Kasus I: 
Misalkan 0f  atau 0g , maka 0)( tf  atau 0)( tg  untuk setiap t ℝ oleh sebab itu 



 0)()(, dttgtfgf  
dengan kata lain Ketaksamaan (1) adalah benar.
650 A RISMAYANTI, M KIFTIAH, HELMI,  
 
 
Kasus II:  
Misalkan bahwa 0f  dan 0g , diasumsikan 1 gf . 
Diperhatikan bahwa, 
  2222 )()()(2)()()(0 tgtgtftftgtf   
22
)()()()(2 tgtftgtf   
 22 )()(
2
1
)()( tgtftgtf  untuk t .         (2) 
Jika fungsi f  dan g  terintegral pada ℝ, maka )()( tgtf  adalah hasil kali. Dari Ketaksamaan (2) 
terdapat 


dttf
2
)(  dan 


dttg
2
)(  lebih lanjut 


dttgtf )()(  ada, karenanya terdapat 


dttgtf )()( . 
Selanjutnya, dengan menggunakan ketaksamaan (2) diperoleh bahwa 
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


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Karena 1)(
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 
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dttff  dan 1)(
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 


dttgg  sehingga diperoleh 
  )2(
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Jadi terbukti bahwa untuk setiap 2, Lgf   berlaku
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dttgdttfdttgtfgf . 
Langkah 2 
Dibuktikan bahwa setiap barisan Cauchy dalam ruang fungsi 2L  merupakan barisan yang konvergen. 
Diambil sebarang barisan Cauchy   2Lfn  , ditulis     knnnnn fffff  ,,, 321  dengan ,2,1k . 
Jadi, jika diberikan 0  terdapat bilangan 0n ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 0, nmn   
dengan nm, ℕ, berlaku 
 nm ff  
Oleh karena itu, ada 1n  sehingga untuk setiap 1nm   
2
1
1
 mn ff . 
Demikian juga, ada 12 nn   sehingga untuk setiap 2nm  22
1
2
 mn ff . 
Dan seterusnya, sehingga untuk setiap ,2,1k  diperoleh 
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knn kk
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

. 
Selanjutnya barisan 
kn
f  dapat ditulis 
     
123121 

kkk nnnnnnnn
ffffffff  . 
 




1
11
k
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Jika himpunan  
123121 
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kk nnnnnnnm
fffffffS  , 
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1
11
, 
jelas diperoleh bahwa mn Sf k  . 
Barisan )(tSm  adalah barisan yang monoton naik dan oleh karena itu konvergen ke fungsi )(tS , maka 
2)(lim)( tStS m
k 
  ada untuk setiap t , dengan  )(0 tS . Sehingga barisan )(tf
kn
 konvergen ke 
beberapa fungsi )(tf  karena jumlah parsial konvergen mutlak. Selanjutnya karena ruang fungsi 2L  
merupakan ruang pre-Hilbert, maka ketaksamaan segitiga berlaku, 
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kk nnnnnnnm
fffffffS   
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yang dibatasi 
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1
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2
1
11 2
 nkn ff  . 
Oleh sebab itu 
122 21
1
1
 

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m
k
knm ffS k , untuk 1m  
sehingga 



1)( 2 dttSm , untuk setiap 1m . 
Oleh karena itu dari Teorema Konvergen Monoton diperoleh bahwa S  adalah terjumlah kuadrat dan 
)(2)()()()( tStftftftf
kk nn
 . 
Karena )(tf
kn
 konvergen ke )(tf  untuk setiap t  diperoleh bahwa dari Teorema kekovergenan, yaitu 




 0)()(lim
2
dttftf
knk
. 
Dengan kata lain untuk sub barisan kn  didapat bahwa 
0lim 

ff
knk
.            (3) 
Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiap k ℕ,  
kn
f  merupakan suatu barisan Cauchy. Selanjutnya, 
ditunjukkan bahwa setiap barisan Cauchy  
kn
f  konvergen ke 2Lf  . 
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Jika  nf  adalah suatu barisan Cauchy, untuk setiap 0  terdapat 0m  sedemikian sehingga 



 2
22
dtffff mnmn , untuk setiap 0, mmn  . 
Misalkan m , dengan mengikuti Lemma Fatou diperoleh bahwa 



 dttftfff nn
22
)()(  




 dttftf mn
m
2
)()(lim   




 2
2
)()(lim dttftf mn
m
,          (4) 
untuk setiap 0mn  . Jadi,  nf  konvergen ke f  dalam 
2L  dengan n . 
Berdasarkan (3) dan (4) dapat disimpulkan bahwa 2Lf  . Jadi, terbukti bahwa barisan Cauchy nf  
konvergen ke 2Lf  .■ 
PENUTUP 
Ruang fungsi 2L  adalah himpunan semua fungsi yang terintegral mutlak kuadrat berhingga, yaitu         
2L  merupakan suatu ruang vektor. Kemudian didefinisikan fungsi 
inner product 


 dttgtfgf )()(,  dengan 2, Lgf   membentuk ruang pre-Hilbert. Selanjutnya dari 
sifat lengkap yaitu setiap barisan Cauchy yang konvergen telah dibuktikan bahwa ruang pre-Hilbert 
2L  bersifat lengkap yaitu setiap barisan Cauchy  nf  di dalam ruang fungsi 
2L  konvergen dalam 
ruang fungsi 2L  sedemikian sehingga dapat disimpulkan bahwa ruang fungsi 2L  merupakan ruang 
Hilbert. 
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